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de C.O.U.

del que pucd: para reforzar su wal

asignatura de Fisica en este curso y, ala vez, orientar de un modo
especifico su preparacién de las Prucbas de Acceso a la

Universidad (Selcctividad) en lo que a esta materia se

Todos los cuademos estén estructurados el mismo modo:

 Recordatorio tebrico. Con este Recordatorio s revisa
| i6n, haciendo hincapié en | fund.

tales. En lo posible, se ha tratado de no insistir ni en las deduc-
jenelcil tico, que los lctores podrén revisa

en sus propios libros de texto.

e s u s
cuestiones como elemento de autoevaluacién (incluyen al final
las respuestas correctas). Con su ayuda, el usuario podré valorar
si cion tebri ia, asentad: da del Recor-
datorio, ha llegado al grado de asimilacién y madurez precisos
para emprender la ctapa siguiente.

« Ejercicios resucltos. ~Se pretende, a su través, el dotar a

dell s di resohucidn de probl s

permitan aplicar correctamente sus conocimientos tebricos a las
situaciones que se les planteen, y adquirir hibitos tales como el
explicar lo que se hace, utilizar de modo adecuado las unidades,
etcétera.

« Ejercicios propuestos. Con estos ejercicios, todos ellos
acompafiados de Iz solucién numérica correspondiente, se pre-
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de las téenicas empleadas en los cjercicios resucltos.

La mayor parte de los cjercicios, tanto resucltos como pro-
puestos, han sido propuestos en las Prucbas de Acceso a la Uni-
Versidad en distintos distritos universitarios; el rsto los hemos

lido intentand Tormacicn cquilibrada en cad:

uno de los temas.

J.J. Lozano Lucea
J- L. Vigati Campo
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Magnitudes escalares
Liamamos magritudes escalares a aquelas en las que las medidas

* quedan correctamente cxpresadas por medio de un nimero y la

correspondiente uni

Magnitudes vectoriales

Lamamos magnitudes vectoriales a aquellas en las que las
medidas, para quedar correctamente expresadas, precisan,
de un némero y la correspondiente unidad, de la indicacién de la
direccién y el sentido en que actdian (en algunos casos, vectores
fijos, precisan ademis la indicacién del punto de aplicacion).

A las magnitudes vectoriales as representamos por medio de
vectores. Un vector es un segmento de recta orientado, en el que
Ia recta sobre la que se encuentra (recta de aceién) nos da la di-
reccién, y su longitud es proporcional al médulo (segin la escala
escogid); el sentido viene indicado por una punta de flecha que
coincide con el extremo del vector, y ¢l rigen del vector coincide
con el punto de aplicacién (cuando existe).

Relaciones entre vectores: Tipos de vectores

Decimos que dos vectores son equipolentes cuando tienen
iguales el médulo, la direccién y el sentido. X

Cuando dos vectores tienen ¢l mismo médulo, la misma di-
reccién y sentidos contrarios, se dice de ellos que son vectores
opuestos.
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Si para que dos vectores sean iguales buu 2 quesean eqipo-
lentes, decimos de ellos que son vectores libr

Si para que dos vectores sean iguales, ademis de ser equipo-
lentes, han de tener la misma linea de accién, decimos de ellos
que son vectores deslizantes.

Si para que dos vectores scan iguales, ademis de ser equipo-
lentes, han de tener el mismo punto de aplicacién, decimos de
ellos que son vectores fjos.

Existn vectore qu s lgado  un snido e giros para
que queden completamente definidos es preciso asociarlos a una
relsquepermiaestalecera i entre el snido el vecor

yel

-ectrea). S o Tama vecores it en contraposicién al resto

de los vectores, a los que se denomina vectores polares.

Composicién y descomposicién de vectores

Llamamos composicidn de un sistema de vectores a un proceso
que consisteen x obeencion de un vector cuyo fecto fucseigual
poder

componer un conjunto de vectores no paralelos aplicando el

mérodo del poligono vectorial, que consiste en dibujar los distintos

vectores de modo que, situado uno de cllos, tracemos a partir de

su extremo un vector equipolente al segundo, por el extremo de

ste,un vector equipolente 2 tecero, , 2, sucesvamente hasta
(et

suma) serfa aquel cuyo origen cs cl origen del primer vector y
cuyo extremo s ¢l extremo del dltimo (fig. 1

L
de un sistema de vectores cuyo efecto conjunto fuese. lg\lz.( al del
Vector que queremos descomponer. Esto puede llevarse a cabo
infinitas maneras diferentes, pero de ordinario se nos prefijan

. 1 Lespai i

1 solucién es tnica. Para descomponer grificamente un vector €
en dos direcciones concurrentes dadas, X ¢ ¥, en el plano, se
procede situando € en ¢l punto de concurrencia de X e Y, y
trazando por el extremo del vector € sendas paralelas a s direc-
ciones X e ¥ los puntos de corte de las mencionadas paralelas
con las dirccciones sealadas nos indican los extremos ce los

% CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD
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vectores componentes 'y G cuyos origenes serén comunes con
los del vector € (fig. 2).

Producto de un vector por un escalar

direccidn es Ia del vector factor; su sentido, el del vector factor,

si el escalar es positivo, o el opuesto, si ¢l cscalar es negativo, y

sumédulo se identifica con el valor del producto del médulo del
vector factor por el escalar.

istemas de coordenadas vectoriales

Para poder establecer relaciones entre puntos del espacio y
sectore,cs ecesaria | clecién de un sistema de coordenadas
vtcmm.lu

¥ o emon vty caa punto 1 da spacio vieos caracecriead
por un tnico vector cuyo origen s encuentra en el origen de
coordenadas, y su extremo en el punto en cuestién (fg. 3); cono-
cemos este vector como vector de posicion del punto.

Vector unitario

Definimos como vector unitario 5 en la direccién y sentido

ector 3 2 otro vector que, teniendo la direccién y el
sentido indicados, tiene un modulo unidad. Podemos establecer
la relacién entre el vector 3y el vector 5 a partir de la idea del
producto de un vector por un escalar, de modo que tendremos

¥ por tanto,

CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD [B5
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Las componentes cartesianas de un vector
y sus vectores unitarios

& )
OX, OY y OZ, se les representa respectivamente por 1, y k.

Cuando tenemos un vector A descompuesto en sus compo-
i '8, en vireud del

podemos poner

Si tenemos en cuenta los vectores unitarios segin os cjes
;i Lafi bl

del

1a relacio los mismos y |
vector A

en donde

podremos poner
K=AT+A47+4,K

Esta forma de expresién de un vector, en funcién de los vectores
i i Jonn 5 ;

Vectores, como podemos ver en los siguientes cjemplos:

E CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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Expresién analitica para la suma de vectores
Dados los vectores

=AT+HATHAK

>

B=Bi+Bj+BKk

C=ci+qi+Ck

Ia expresién correspondiente al vector suma

© bien
S=(+B A CYi+ A +B,+C)+ (A +B,+C)K
siendo, por tanto,
L =A.+B.+C,
S,=A,+B,+C,
§,=A,+B,+C,
Expresién analitica para la diferencia de vectores

Dados los vectores

+ A+ AK

=Bi+Bj+Bk
a expresién correspondiente al vector diferencia

5=F-F

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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AT+ A]+ A — BT+ B+ B

o lo que s lo mismo
D=4, - B)T+ (A, - B)j+ (4, - B)K

Expresién analitica para el producto de un vector por un escalar

Dado el vector
K=AT+Aj+AK

y el escalar n, la expresién correspondiente al producto serd
(AT + A+ AK)

ne A

oo que es lo mismo.
neR=neAi+n- Ajtn- Ak

Producto escalar de dos vectores
producto escalar de dos vectores cs un nimero que s

identifica con el producto de los médulos de los vectores por el
):

El
eno del dngulo que forman (fig. 6)
A-B=1Al - 1Bl cosa

Como consecuencia de la definicién antedicha, los productos
escalares entre los veetores unitarios tomados scgin los ejes co-

ordenados cartesianos

. CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD
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Expresion analitica del producto escalar de dos vectores

Dados los vectores

. Angulo de dos vectores

La expresion a la que acabamos de referimos, junto con la
correspondiente  la de definicién de producto escalar de dos
Vectores, nos permiten deducir el éngulo que forman dos vecrores
dados a partir de sus expresiones analiticas.

“B,+A, B A, B,

IK] + 1Bl cosa=

de donde

Médulo de un vector
El médulo de un vector

K=a7+47+4K

puede obtenerse ficilmente a través de la expresion

1AL =VIA 12+ 1A 17+ 1A]12

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD I
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Cosenos directores

La direccién de un vector forma con los cjes coordenados
sendos ingulos a, B, y (fig. 7). Los cosenos de dichos dngulos, a
Ios que se denomin cosenos directores del vector, gozan de la

siguiente propiedad:
cos? @+ cost p+ cost y
Fig7 Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial de dos vectores, A * B, ¢s otro vector,
cuya direccién es perpendicular al plano que determinan los vec-
tores factores; su sentido, el de avance de un sacacorchos para
diestros que gire del primero al segundo vector por ¢l camino
mis corto, y cuyo médulo se identifica con la expresion

IKx Bl =K1+ 1Bl sena

Fir s siendo a el dngulo que forman los veetores factores (fig. 8).
Pucde deducirse, de la propia definicién, que el p
vectoial no s conmutativ, los producos A x
resultan ser vectores opues
ia de la defini
entre los vectores unitarios segin los cjes coordenados son
(fig. 9):

Expresion analitica del producto vectorial de dos vectores

Dados los vectores

K=AT+47+A4,K

B=Bi+Bj+BKk

g CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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y teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, llegamos a

KxB=(4,8, - A.B)T+ (A8, - AB)T+

+ (A8, - AB)K

determinante:

La expresién

IK] - 1Bl sen a0

e con s deuci, 3 i d b expreidn anlitica, del
valor de A x B nos permite (com: o
exake) et e g que foman o s rctores

IAX B

1K1 - 1Bl

= arc sen

Representacién vectorial de superficies
El valor del médulo del producto vectorial de dos vectores
IK1 - 1Bl sen
coincide con el valor del drea del paralelogramo que determinan

los dos vectores Ay B y sendos vectoes equipolentes a los
10),

de modo que
=1&1 - 1Bl sen @

Cualqui

tituida po

clementales, de drea dS, a cada uno de los cuales se puede asociar

un vector dS perpendiculr a la superficie; en muchas ocasiones
" A ; b o

CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD g
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médulo coincidird con el drea de la superficie en cuestién (el
sentido vendra dado en funcién de un criterio de polaridad pre-
viamente convenido).

Momento de un vector con respecto a un punto

El momento de un vector deslizante, A, con respecto a un
punto O es otro vector, perpendicular al plano que determinan
el vector y el punto, cuyo sentido cs el de avance de un sacacorchos
para diestros que girase como lo harfa ¢l vector alrededor del
punto, y cuyo médulo se identifica con el producto del médulo
del vector por la minima distancia, d, entre ¢l vector y el punto
(). Con_esta definicion vemos que podemos identificar ¢l mo-
mento, M,, de un vector A con respecto a un punto O con ¢

producto vectorial
FxK=M,
de modo que
IM,) =d - IKI
es decir, que el valor del momento de A con respecto a O es
indepeiene de s poscidn del vector A sobre su propia recta

El vector M, es un vector libre.

Teorema de Varignon

Cuando tenemos un sistema de vectores deslizantes cuyas
direcciones concurren en un punto P, la suma de los momentos
de los distintos vectores con respecto 2 un punto O es igual al
‘momento, con respecto al mismo punto, de la resultante del
sistema de vectores. De modo que si

A+B+C=KR
Mor + Mop + Moc + o = Mo
es decir,

XMy =M

i CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD
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Momento de un vector con respecto a un ej

Se define el momento, M,, de un vector A con respecto a un
e como la proyeccién sobre dicho cie del momento, My, del
e.

vector A
eota magaitod tene carcter escabr.

=IM,l cosa
Si ies el vector unitario en la direccion del eje

Mo=w" M,

Momento de un par de vectores

Un par de vectores es un sistema constituido por dos vectores
iguales, paralelos y de sentidos contrarios. La resultante de este
sistema es el vector nulo.

Un par de vectores viene caracterizado por su momento. EI

momenta de u p de vecvres e oro vector, perpendiolar .

plano que determinan los dos vectores, cuyo sentido e ¢l de

avance de un sacacorchos paa diestos que gire comolo haria
1 méd

i uno cualqiera de st yh i bt
mismos (2 la que se denomina brazo del par).
Derivacién vectorial

i una magnitud vectorial A s funcién de un escalar ¢, admite
Ia funcién derivada, de manera que siendo

K=K 0+A0+A0=
=A4,0T+A4,07+4 0K
podemos poner
AR
de

CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD %
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Las reglas de derivacidn correspondientes a las principales

raciones entre vectores que venimos describiendo, son las si-

guicntes:

Si la funcién vectorial A'es funcién de dos o mis escalares,
por cjemplo, %, , z.., las derivadas de Ia misma serin derivadas

6A oA sl
o by bz
de modo que
oA ﬁA -
ox

oA _ oA, oA, = 84, -
T+ TS K e
]

y las derivadas de orden superior al primero serén como las

siguientes:
oA

BR _ 6 ok
62 bx | ox
2N
bxby

a CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD
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Gradiente, divergencia, rotacional

Se llama operador nabla, , al operador vectorial de deriva-
i6n.

cién.

wando se aplica el operador nabla a una funcién escalar V,
el resultado de la operacién es un vector al que denominamos
gradiente del escalar.

o OV = OV
&V y, OV 5 i
& gy

Ci funcién
vectorial A, ¢l resultado de la operacién es un escalar al que
cnominamos divergencia del vector.

B! 84, 4,
oy N L, 04,
e 3

1 de un vector A'al prodh dal del
vector nabla por ¢l vector A.

o4, _
oy

Integracién vectorial

Si un vector A es funcién de un escalar £, y sus componentes
son funciones integrables, se define la integral indefinida de A(1)
o

A, @ de+ Ef A, () dt

CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD E
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de mancra que, en generd,

Ji(r)d::i(:)+6
en donde C es un vector arbitrario y constante (que no depende
de). :
Laintegral definida de la mi 6 ial A (¢) entre los
limites a y b serk

kim 4z=7ffn, de +Tf:4, de +1?J‘:A, dt

de manera que, en general,

+
f, A@de= [E ). =B - B,

5 CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD



Fisica chLcuLos CON VECTORES

El momento de un vector con respecto a ui
punto ticne como médulo ¢l producto del mé-
dulo del vector por la distancia entre el origen
del vector y el punto.

2. Si tres vectores A, B, C son coplanarios, el
producto A * (B x ©) es nulo.
3. Dos vectores de médulo dado presentan un

valor méximo para su producto escalar cuando
son paralelos.

4. Cuando dos vectores son opuestos, su producto
vectorial es nulo.

w

La temperatura es una magnitud vectorial

*

La presién es una magniud escalar.

7. El producto escalar de dos vectores cs conmu-
wtivo.

®

El producto escalar de dos vectores s igual al
producto del médulo de uno de ellos por la
proyeccién ortogonal del otro sobre dl.

°

La suma de los cuadrados de los cosenos dirce-
tores de un vector s siempre igual a 1.

10. Cuando multiplicamos un vector por un ni-
mero, su médulo queda multiplicado por esc
nimero.

11, i un punto se trashda paralelamente a un vec-
tor, el momento del vector con respecto a dicho
punto no cambia.

12, El momento de un vector con respecto a un eje
coplanario al vector es siempre nulo.

13, El momento de un vector con respecto a un eje
paralelo al vector cs siempre nulo.

14, Para dos vectores dados, el médulo de su suma
es siempre mayor que el médulo de su diferencia.

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD E
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15, Para hallar las componentes cartesianas de un
Vector no es suficiente conocer las coordenadas
cartesianas de su origen y de su extremo.

16. i dos vectores son perpendiculares, el médulo
de su suma vale lo mismo que el médulo de su
diferencia.

17. Las componentes cartesianas de un vector son
|nd=pendwnui del punto en que se encuentra
aplicado.

18. La derivada del médulo de un vector vale lo
mismo que ¢l médulo de la derivada de dicho
vector.

s

El producto escalar de dos vectores cuyos
médulos son respectivamente 6 y 5 puede
valer 15.

La derivada de un vector de médulo constante
es siempre nula.

8

-]

El momento de un conjunto de vectores con
respecto a un punto situado sobre la recta de
aplicacién del vector suma es siempre nulo. Y] [E]

Soluciones @ las cuestiones propuestas

R 5V
2V 9V
3V v

v nv
5 ¥ v
6V BV
7V “_F

g CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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1. Deducir a través del producto escalar de dos vectores la
expresién que liga el médulo de un vector con los valores de las
componentes del mismo.

Resolucisn
Dado el vector

A=

T+ AT+ AR

si efectuamos el producto escalar del vector por si mismo, ten-
iremos

A A=I1A1 - |AT « cos 0° = A2
Como, por owra parte,
KoK= A4 A - A+ A, - A= A2+ AZ+ A2
legamos a

|Rl = AT AT T AT

2. Deducir que la suma de los cuadrados de los cosenos
directores de un vector vale 1.

Resolucién

Si consideramos Ia relacién entre los éngulos @, B y 7, el
Vector y sus componentes cartesianas (fig. 13), tendremos

1A= 1A - cosa

IAI =141 * cos

1K1 = 1K1 * cosy

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD §



Fisica

chLCULOS CON VECTORES

Si clevamos estas expresiones al cuadrado y las sumamos, ten-

1A 12+ 1A 12+ 1A 12 = [K12 (cos? @+ cos? f + cos? y)

Pero hemos visto que

1Al =\AZ+ A+ 47

Si elevamos esta expresion al cuadrado y comparamos con la

anterior, llegamos a

cos? @+ cos? f+costy = 1

3. Caleular a resultante del sistema formado por los vec-

tores
A=3i -3 +3k
B=i+j -2k
C=%i+3 -k
Resolucién
s médulos de | del vector rin,
respectivamente

S,=3+1+2=6

~2+142=

por tanto, como

tendremos.

§ CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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4. Dado el vector

K=3+6 - 4k

deserminar l vector - &

Resolucién
Como vemos, se trata del producto de un vector por un

escalar, y los médulos de las componentes cartesianas del vector
lucto serin, respectivamente,

por consiguiente,

P2 A= s g -

5. Un cuerpo se mueve segéin un plano vertical, de modo
que en un momento dado su velocidad es de 50 m/s y forma (en
sentido ascendente) un 4ngulo de 60° con |a horizontal. Deter-
minar las componentes cartesianas de la velocidad en ese instante
y expresar el correspondiente vector velocidad en funcién de sus
componentes.

Resolucién
El médulo de la componente horizontal serd

=171 cos 60° = 50 ms * 0,5 =25 mls

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD 28]
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y el de la componente vertical

IV1 sen 60° mm/sAzE

Por tanto, el vector velocidad serd

V=251 +433] [5))

6. Dados los vectores

R=i4T-2&

B=i- 3+

determinar el valor de su producto escalar.

Resolucion

Haciendo uso de la correspondiente expresién analitica

A B=AB,+AB, +AB,=

=341 (=P +(-Y 2=

7. Determinar el éngulo que forma el vector

A=3i+3+k
con el cje OX, y ¢l médulo de su proyeccién sobre dicho cje.

Resolucién

Elingulo que forma el vector A con el cje OX seri el mismo
que el que dicho vector forme con el vector i.

De una parte
181 7 cosa

g CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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siendo

por tanto,

19 cos &

y como

A 144,044, 0=4,=3

podemos deducir que

¥ en consecuencia,

La proyeccién del vector A sobre el cje OX serd
Proy Ay, = |Al * cos @ =19 * cos 46°30° =3

condunbn a la que podiamos haber llegado con sélo observar la
expresién analitica del vector, ya que

8. Dados los vectores
K=5- 5+

=-THj+k

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD %
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unitario en la direcci ido del vector

C=2-5

Resolucién

En primer lugar
al vector 2A - B:
28 - B= (4, - B)i+ @4, - B)j+@4, - B)k=

i - 7+ 2k=C

y en virtud de la definicién de vector unitario

9. i un vector forma con la regién positiva del eje OX un
ingulo de 30°, y con la region positiva del cje OF un dngulo de
80°, determinar l ingulo que formars dicho vector con I regién
positiva del cje OZ.

Resolucién

A pantir de la propiedad de los cosenos directores de un
vector

cos? @+ cos? B +cos?y = 1
podemos poner

cos? 30° + cos? §0° + cos? y = 1

g CUADEENOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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1~ cos?30° — cos? 80°

cos y = 0,469

¥ = arc cos 0,469 = 62°1"

o bien

¥ = arc cos (~0,469) = 117°59"

10. El vector A= 3 + 3 - 2k, se encuentza aplicado en
el punto (1,1,2). Determinar ¢l momento del vector A con respecto
al origen de coordenadas.

Resolucién
Como el momento de un vector A con respecto a un punto

y en este caso
=1 -0T+a-0j+@-k=i+j+2%

podemos poner

_ 3
M, = 2=
-2
2101
B
de donde
M, = -8+ 8

CUADERNOS DE COU ¥ SELECTIVIDAD B
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11 Dados los vectores

i+ 2k

determinar el médulo del vector P =€ x (A —

Resolucién
. Calculemos en primer lugar

—)THE+DTHEENK=T+T+3K

o= = [T T K
Cx@-BH=[3 2 2=
£ 1 3
20,013 2
3'”“1 1|
-7 +k

y ol médulo solicitado serk

1Pl =Ve+7+12 =Vee

12. Resolver la integeal

7+ a0k de

f{(scul

g CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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Resolucion

f[(m )T - 765+ 40 K] de
f(;sﬂﬁm AJ’7 'dx+j4;xidz:
= 7 aTrARAE
=@+oi-Sairek+C
es donde C es un vector constante y arbitrario.
13, Resolver la integral
c A - =
j,(4i - a2 R
Resolucion

[

3 N
225 dt +_Lzm?4,:

26+ 20k) dt f, Aide —

EENEW S

i

+ 8K
2

14. Dado el vector A =3i - 3j + 3k, phudn ks el punto
(3,2,1), encontrar su momento con respecto al ej

Resolucién

Tomemos o cualquicra del gje OZ, por cjemplo el
punto (0,0,2). El momento del vector A con respecto al punto
(00,2) serd.

M,

L, =TxA
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G-0i+2-0j+a-2k=3i+%-K

tendremos

SlElR 2

2 - 12k

y al ser el vector,unitario, 5, para el cje OZ, precisamente, el
Vector unitario k, tendremos

M= My=k » (6 - 12 - 126

por tanto,

15. Dado el vector A = (32 - 20§ + 6] - 70k,

dererminar ol valor de = para £ =2,
Resolucién
&R
Al
T
" i«
primere dt

g CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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k=

AR _ dee -2 3, deg, d7o
de dt de de

=6t -2)i+6j-2aek

y ahora
#R _ df6r - 2)i+6 - 210k] B
I d
es decir,
oy
i
16.

aplicados en el punto (2,2.2), determinar ¢ momento M, del
conjunto de vectores con respecto al punto (3,2,1).
Resolucion

Aplicaremos el teorema de Varignon, y para ello, en primer
lugar, calcularemos la resultante del sistema de vectores.

S=@+2+1+9Hi+(B-2+27+0+1 -2k

i - 3+ 2k

El momento resultante serd

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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¥ T tiene como componentes

n=@-3=-

de manera que

TR

por tanto,

K
1
2

es decir,

M, =3 +12 + 3k
17, Hallar of gradiente del escalar V =2y + 2xz ~ 7.

Resolucion

El vector gradiente serd

gradV="v

en donde
6V

g CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIOAD
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o
W oo
oy
14
=2c-2
3
por tanto,

grad V= 2+ 291+ a5+ (2x - 29k

18.  Dados los vectores

demostrar que forman un tridngulo recténgulo.

Resolucion

Para efectuar la demostracién solicitada, habremos de com-
probar que uno de los vectores es suma de los otros dos y que
dos de los tres vectores son perpendiculares entre sf.

Comparando los vectores, concluimos ripidamente que

K+C=F

A4 C=B,;4,+C,

con 1o que vemos que se cumple la primera de las condiciones
. ¥, por tanto, los tres vectores determinan un tridngulo.

ara comprobar Ia perpendicularidad entre dos de los vectores,
o mis cémodo cs analizar los correspondientes productos esca-
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lares, pues cuando dos vectores son perpendiculares entre s
producto escalar es nulos

A-B=(15+2-3)=14

B-C=(0+1-12=21

con lo que vemos que los vectores A'y C son perpendiculares, y
8 conseiencs, completamot J g comdicion plameade
Por tanto, los vectores A, By C forman un triingulo rectingulo

el que f veeoe B constiuye n Fpotensm

19, Hallar la divergencia en el punto (3,2,1) del vector
K=3xy7 - 2xj + 2k

Resolucién

Hillremos enprime g formageneral que presenard
el escalar Div A.

o

50x)
Ox

+ iT+ 40 i) (OaT — 245 + 2y =

5(-29 , ()
ot e mewte

y al sustituir los valores correspondientes al punto indicado ten-
mos

20. Determinar el rotacional en ¢l punto (2,-1,1) del
vector

KA=xyT -2z +x2yk

J cisetrns ot seieeninio
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Resolucién

Hallaremos en primer lugar la forma general que presentard
el vector rot A.

Tk
~x_|lo & & |_
Al o & |
Xy ~2xyz xdy
[ 188 00 0 8 &
=T| oy 6z |-7|ox o |+K|ex o |=
—2xyz X%y Xy xy Xy ~2xyz

=10+ 29) - T @) +K (22 - =)
y en el punto propuesto (sustituyendo valores),

rot A=4j - 2k
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Ejercicios propuestos

1. Determinar el médulo del vector A’

Solucin

determinar el vector suma.

Solucion

S=dit+4i-2k
3. Dadoelvector A=2i - %+ K, determinar el vector 2A.

Solueion
A= 4T - 2

4. Dados los vectores

determinar el vector 3" ~ 2B
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Solucién

6. Deseginaruil e el vector que,dendo perpendicularl
vector A 6, tenga de médulo /50 si su componente
segin el cje O vene Gemsii .

Solucion

L
para el enunciado del ejercicio.

B, =3i - 4j +5k

By=3i - 4 - 5k

7. Determinar los cosenos directores del vector A

Solucién

cos@=06; cosf=0; cosy=

CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD I
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8. Determinar e tica correspondiente al vector
A que tiene su origen en el punto (3.2:4) y su extremo en el
punto (4,3,6).

Solucisn

9. Dados los vectores

determinar A x By B x A.

Solucién

10. Dadoel vector A=32
el valor de -

66 + (4 + 2) K, determinar

Solucion

=6t - 6+ 120k

11. Dado el vector A =2¢i+ 3¢2j — 3 k; calcular el valor,
de Ia derivada del médulo de A, y el médulo de la derivada de A
parat=2.

! CUADERNOS DE COU Y SELECTIVIDAD
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Solucién

.1A]= " ARl _ 152

dt dt 13

12, Caleular la integral

(32 + 201+ 3] + 4k) de

Solucisn

T=@+0)i+6+4k+C
13, Determinar el valor de la integral

3
J’n[iﬁ(mﬂﬁv skjde

Solucién

14._;Qué valor ha_de tener el parimetro 7 para que el
vector A = 3i + nj + 3k forme un 4ngulo de 60° con el eje OZ?

Solucién

+V/18

15. Sean los vectores

3+ 243k

F-Tnk
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Determinar el valor que debe adoptar 7 para que el vector A’ — 38
se encuentre en el plano XY.
Solucién

n=1

16. El vector A'=2i - j + 3k tiene su origen en el punto
(4,2,1). Determinar su momento con respecto al punto (2,2,1).

Solucion

j - 2k

17. Enel punto (3,2,1) se encuentran aplicados los vectores

A=2-5+Kk

T3 -2k

punto (6,0,0).

Solucién

T4 10) - 23K

18. Determinar el gradiente del escalar

V=322 - 20y + x2

Solucién

grad V= (6x - 25+ 2

- 29+ 3ok
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19, Hallar la divergencia en ¢l punto (1,0, 1) del vector
A= 2xzi + 35 — 2xzk
Solucién
Div Aoy

20. Hallar el rotacional en el punto (1,0,~1) del vector

K= 207 + 32 — 22k

Solucion

ot A = 6k
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E sta coleccidn tiene como ﬂbjemu pmemar
‘material que. ala vez que val

sirva de excelente guia prictica para W!parar
temas de COU y Selectividad, tanto en el aspe
de conocimientos como en o referente a jercic
prcticos. Por ello, la coleccidn esti concebida
forma de cuadernas, para que cada profesor oal
o trabaje aquellos temas que considere mis a
cuados

Cada cuaderno ofrece L siguiente estructura:
o Recardatorio de puntos fundamentales.

o Cuestiones de autoevaluaciin

o Ejercicios resuelos

o Ejerciios propuestos, con s solucin.

Cinematica.

Dindmica.

Ondas.

Trabajo y energia

Campos gravitaorioy lectrostitco
Corriente alerns

Termodinimica.
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